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Résuḿe :
L’objectif de la pŕesentéetude est d’agir de manière optimale sur l’́ecoulement dans une cavité fluide afin de contr̂oler la
dispersion d’un polluant. Afin de pouvoir résoudre ce problème d’optimisation, des ḿethodes rapides de r´ solution doivent
être utiliśees. Les ḿethodes de ŕeduction de mod̀ele offrentà cetégard des perspectives intéressantes. Les bases réduites
pour la dynamique du fluide et le dynamique du polluant sont ici détermińees a posteriori par la ḿethode des snapshots-
POD. Les mod̀eles d’ordre ŕeduit sont ensuite obtenus par projection de Galerkin deséquations sur les modes POD.
Enfin, le probl̀eme de contr̂ole de la dispersion du polluant est résolu par la ḿethode des multiplicateurs de Lagrange
afin de prendre en compte les contraintes.
Abstract :
The goal of the present study is to act on the flow in a fluid cavity in order to control the dispersion of a pollutant. To
make this optimization problem tractable, it is necessary to develop very fast numerical simulation methods. The use of
reduced order models can yield some interesting prospects for his purpose. The reduced basis is determined a posteriori
with the snapshots-POD method. The reduced order models arethen obtained from the classical Galerkin projection of
the equations on the POD modes. Lastly, the optimization problem is solved using Lagrange multipliers to enforce the
constraints.
Mots clefs : contrôle optimal, mécanique des fluides, ŕeduction de mod̀eles, POD, polluant
1 Introduction
La maitrise de la qualité de l’air intérieur dans les ambiances habitables est un facteur important afin de prévenir
les risques de santé. Le contrôle de la dispersion des polluants constitue par conséquent un domaine de re-
cherche d’un intérêt particulier. Connaissant le type depolluant se trouvant dans la pièce et la position de sa
source, l’objectif de la présente étude est d’agir sur l’´ecoulement pour contrôler sa dispersion. Dans ce but, il
est nécessaire de développer des techniques de simulations numériques rapides pour la dynamique du fluide,
puisque la résolution d’un problème de contrôle par les m´ thodes traditionnelles (par exemple DNS ou LES)
est hors d’atteinte des ordinateurs actuels, de nombreusessimulations numériques devant être réalisées à des
nombres de Reynolds élevés. Par ailleurs, il a été montré que des méthodes de réduction de modèle (ROM),
notamment basées sur une POD (Proper Orthogonal Decomposition), peuvent être utilisées pour le calcul de la
dispersion de particules [1, 2]. De plus, lorsqu’elles sontutilisées dans un algorithme d’optimisation, les tech-
niques ROM-POD peuvent fournir des perspectives intéressante pour le contrôle des écoulements [3, 4, 5].
Elles permettent en effet de réduire, de plusieurs ordres de grandeur, les besoins en stockage ainsi que le temps
de calcul du problème de contrôle : les calculs coûteux n´ecessaires à la constitution de la base réduite sont
effectués en amont, si bien que la résolution du problèmed’optimisation réduit peut ensuite être effectuée
quasiment en temps réel.
2 Cas d’́etude
On considère une cavité fluide carrée bidimensionnelleΩ de frontièreΓ et longueurL, munie deNe entrées
Γn, n = 1 · · ·Ne, et d’une unique sortieΓs de même dimensionLe, sur lesquelles les profils de vitesse sont
imposés et notésc(x). Ce cas d’étude est illustré sur la figure 1. L’action sur l’écoulement s’effectue en jouant
sur l’intensité du fluide injecté par lesNe entrées. On suppose que les dynamiques du polluant et du fluie sont
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FIGURE 1 – Schema représentatif du cas d’étude avecNe = 2 entrées.
régies respectivement par l’équation de convection-diffusion et par les équations de Navier-Stokes :
∂C
∂t
+ (u · ∇)C = D∇2C, C(0,x) = C0(x) (1)
C|Γ\Γs = 0, ∇C · n|Γs = 0
∂u
∂t
+ (u · ∇)u = −∇p +
1
Re
∇2u, u(0,x) = 0 (2)
∇ · u = 0








c(x), u|Γ\(Γs∪Nen=1Γn) = 0
où Re = UsL/ν désigne le nombre de Reynolds, avecL la largeur de la cavité,ν la viscosité du fluide et
Us une vitesse caractéristique de l’écoulement (dans la suite Us est prise égale à1 m.s−1). Le paramètre de
contrôle de l’écoulement est la quantitéγ(t) = {γ1(t) · · · γn(t) · · · γNe(t)}
T , caractérisant l’intensité du fluide
injecté aux frontières.
On se donne dès lors une concentration cibleĈ(x, t), devant être atteinte par l’algorithme d’optimisation.
Prendre cette quantité nulle revient à rechercher un vecteur γ permettant d’évacuer de manière optimale le
polluant de la cavité fluide. Le problème d’optimisation complet se formule donc ainsi : trouverγ tel que la



























soit minimisée sous la contrainte des Eqs. (1, 2). La résolution de ce problème complet demeure hors d’atteinte
des capacités des ordinateurs actuels, si bien qu’une méthod de réduction de modèle est ici envisagée. Les
bases réduites pour le champ de vecteurs vitesseu et le champ de concentrationC sont déterminéesa poste-
riori , par la méthode des snapshots-POD, en utilisant les données issues de simulations numériques directes
pour différentes configurations de l’écoulement. Le mod`ele d’ordre réduit est ensuite obtenu par projection de
Galerkin des équations sur les modes POD. Enfin, le problème de contrôle de la dispersion du polluant est
résolu par la méthode des multiplicateurs de Lagrange afinde prendre en compte les contraintes.
3 Réduction deséquations
3.1 Réduction deséquations de Navier-Stokes
Afin de rendre explicite l’influence du paramètre de contrôle γ dans le problème d’optimisation, le champ de
vecteurs vitesseu(x, t), solution du problème instationnaire Eq. (2), est tout d’abord décomposé suivant la
méthode de la fonction de contrôle [6] :
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∇ · usn = 0 (5)
u
s
n|Γm = δnm c(x), m = 1 · · ·Ne
u
s
n|Γs = c(x), u
s
n|Γ\(Γs∪Nem=1Γm) = 0







avec les vecteursΦi(x) obtenusa posterioripar POD. Plus précisément, afin que la base réduite soit relative-
ment robuste sur une gamme du paramètreγ, lle peut être construite à partir deNe champsun, n = 1 · · ·Ne,
solutions des équations de Navier-Stokes (2), avec par exemple les conditions aux limites suivantes1 :
un|Γm = δnmγ(t)c(x), m = 1 · · ·Ne
un|Γs = γ(t) c(x), un|Γ\(Γs∪Nem=1Γm) = 0 (7)
où γ(t) est une fonction donnée (cette fonction est dans la suite choisie telle queγ(t) = t si t ≤ 1 et










prises à différents instants. Avec cette méthode, trèspeu de modes
suffisent à capturer l’énergie de l’écoulement, résultant en une réduction drastique du nombre de degrés de
liberté.
Le système dynamique réduit pour la dynamique du fluide s’obtient classiquement en injectant les décomposi-













































pour i = 1 · · ·N . Ce système dynamique sera noté dans la suite sous la formevectorielleN (a,γ) = 0,
aveca(t) = {a1(t) · · · aN (t)}
T . Les coefficients sont des fonctions deΦi, i = 1 · · ·N , ainsi que des champs
stationnairesusn, n = 1 · · ·Ne, uniquement. Par ailleurs, les vecteurs de la base POD étant nuls aux bords et
à divergence nulle par construction, les termes de pression et de bords ne sont pas présents dans le système
dynamique, ce qui constitue un autre point fort des décompositions (4, 6).
3.2 Réduction de l’équation de convection-diffusion
En utilisant les mêmes configurations que celles choisies pour constituer la base relative au champ de vecteurs






où lesΨi sont issues d’une snapshot-POD. Dès lors, l’injection de cette décomposition associée à celles du
champ de vecteurs vitesse (4, 6) dans l’équation de convection-diffusion (1), suivie de la projection de Galer-
























1. Selon le besoin, il peut être utile de construire la base réduite avec un nombre de champs supérieur àNe, issus de simulations
dans lesquellesγ arbore différentes formes.
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pouri = 1 · · ·Nc . Ce système dynamique sera noté dans la suite sous la formevectorielleM(a,b,γ) = 0,
avecb(t) = {b1(t) · · · bNc(t)}
T . Par ailleurs, en décomposant le champ cibleĈ sur la base desΨi tel que
Ĉ(x, t) =
∑Nc



























4 Méthode de ŕesolution du problème d’optimisation
Le problème d’optimisation réduit peut dès lors s’écrire sous la forme simplifiée suivante :
min
γ
J(b,γ) sous la contrainte des systèmesN (a,γ) = 0 etM(a,b,γ) = 0 , Eqs. (8, 10) (12)
Il est converti en un problème d’optimisation sans contraie par la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
A cette fin, il est commode d’introduire les multiplicateursde Lagrangeξ(t) = {ξ1(t) · · · ξN (t)}
T et ζ(t) =
{ζ1(t) · · · ζN (t)}
T , ainsi que la fonctionnelle de Lagrange suivante :












ζj Mj(a,b,γ) dt (13)
Un minimum local deL est alors cherché, soitδL = 0. En supposant les arguments deL indépendants, un















δγn = 0, ∀ i = 1 · · ·N, j = 1 · · ·Nc etn = 1 · · ·Ne (14)
L’annulation des dérivées de Fréchet deL suivant les variables adjointesξi et ζi renvoie respectivement les
équations d’étatNi(a,γ) = 0 etMi(a,b,γ) = 0. Quant-à l’annulation des dérivées de Fréchet deL suivant


























































Ces équations doivent être résolues en remontant le temps à partir des conditions terminalesξi(T ) = 0 et
ζi(T ) = bi(T )− b̂i(T ). Enfin l’annulation de la dérivée de Fréchet deL suivant le paramètre de contrôle donne


















































Le système d’optimalité (8,10,15,16,17) peut dès lors ˆet e résolu itérativement par un algorithme de descente
classique, la direction de descente étant donnée par la relation (17).
5 Résultats pŕeliminaires
La méthode exposée dans la section précédente est en cours d’implémentation. En guise de résultats préliminai-
res, un problème voisin sans polluant est résolu. Le paramètre de contrôleγ(t) est de plus décomposé sous
la formeγ(t)α, où γ(t) est une fonction donnée (γ(t) = t si t ≤ 1 et γ(t) = 1 si t >1) et α, le nouveau
paramètre de contrôle, est un simple vecteur de tailleNe spécifiant l’intensité du fluide injecté au niveau des
entrées du domaine.
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On introduit un écoulement ciblêu(x, t) obtenu avec un vecteurαc donné. Le but du problème est de retrouver
cet écoulement cible, à l’aide d’un algorithme d’optimisat on initialisé à un paramètre de contrôleα différent





















soit minimisée sous la contrainte des équations de Navier-Stokes (2). L’injection des décompositions du champ
de vecteurs vitesse (4, 6) dans la fonctionnelle (18) fournit J̃(a,α). Le problème d’optimisation réduit peut
dès lors se formuler ainsi :
min
α∈ℜNe
J̃(a,α) sous la contrainte du système dynamiqueN (a,γ) = 0, Eq. (8) (19)
La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet d’aboutir à un système d’optimalité très proche de ce-
lui constitué des Eqs. (8, 15, 17). Il est résolu par un algorithme itératif classique de descente, les systèmes
dynamiques direct et adjoint étant intégrés en temps parl’algorihtme de Runge-Kutta d’ordre 4.
La méthode est testée ici pourNe = 2 entrées avecRe = 200 etLe/L = 0, 1. L’échantillonnage de la quantité
ũ(x, t), définie par Eq. (4), est réalisé det = 0 à t = 2 avec100 snapshots pour chacune des2 imulations
instationnaires (la première avec le paramètreα = {1, 0}T et la seconde avecα = {0, 1}T ). Il y a donc
Ntot = 200 snapshots en tout. Le code numérique utilisé est basé surune discrétisation par volumes finis, avec
un découplage pression-vitesse de type SIMPLER. Dans cet exemple, quatre modes suffisent à reproduire plus




i=1 λi ≈ 99, 55, où lesλi désignent les valeurs propres
associées aux vecteurs propresΦi(x)). L’erreur relative de reconstruction du champ de vecteursvite se avec4









≈ 9, 1.10−3 (20)
L’écoulement cible est construit avec le paramètreαc = {0, 5, 0, 5}T et l’algorithme d’optimisation est ini-
tialisé avecα = {0, 1, 0, 8}T . Les deux champs correspondants sont illustrés sur les figures 2(a) et (b). Le
champ de vecteurs vitesse reconstruit à partir de la solution à convergence du problème d’optimisation,uSD,
est quant-à lui illustré sur la figure 2(c), et l’évolution des paramètres de contrôle en fonction de l’itéré de
l’algorithme d’optimisation sur la figure 2(d).
La concordance entre les champs cible, Fig. 2(a), et reconstruit, Fig. 2(c), est visuellement très bonne, les ten-
dances globales sont retrouvées et seules de légères diff´ rences locales demeurent visibles. Quantitativement,









≈ 2, 5.10−2 (21)
Une perte de précision est dès lors observée par rapport `a la reconstruction directe du champ obtenu par POD,
Eq. (20). Etant donné que les paramètres de contrôle ont bie convergé vers les paramètres cibles (voir la figure
2(d)), cette perte peut directement être attribuée au système réduit, et non à l’algorithme de contrôle. Il s’agit
d’un problème récurrent dans les méthodes de réductionde modèles basées sur une POD, classiquement résolu
par calibration des coefficients du système dynamique réduit. L’utilisation d’une telle méthode n’est toutefois
pas envisageable dans le cas d’un problème de contrôle, puisque la calibration n’est rigoureusement valable
que pour une unique valeur du paramètre de contrôle.
6 Conclusion
Une méthode de contrôle optimale de la qualité de l’air dans une cavité bidimensionnelle est décrite dans ce
papier, à l’aide d’une technique de réduction de modèlesappliquée à la dynamique du fluide. Un problème
voisin sans polluant a été résolu avec succès, ce qui estencourageant pour la résolution à venir du problème
complet.
Afin de réduire la perte de précision observée entre l’écoulement cible et celui reconstruit depuis le modèle
réduit, une méthode plus souple que la calibration des coeffi ients du système dynamique est en cours de
développement. De plus, une base POD n’esta priori valable que dans un voisinage proche des paramètres
avec lesquels elle a été construite. La fabrication de bass consistantes vis-à-vis des variations des paramètres
(par interpolation de bases existantes à de nouveaux paramètres de contrôle ou l’utilisation d’une méthode
d’enrichissement de la base réduite) fait également l’objet de travaux en cours de réalisation.
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(a) (b)
(c) (d)
FIGURE 2 – (a) Champ de vecteurs vitesse cible,û(x, t) à t = 2, obtenu avecαc = {0, 5, 0, 5}T . (b) Champ
de vecteurs vitesse donné en condition initiale de l’algorithme d’optimisation, àt = 2, avecα = {0, 1, 0, 8}T .
(c) Champ de vecteurs vitesse reconstruit à partir de la solution à convergence du problème d’optimisation à
t = 2. (d) Evolution des paramètres de contrôle en fonction de l’itéré de l’algorithme d’optimisation.
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